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ФУНКЦІЯ КІЛЬКОХ ЗМІННИХ. ЧАСТИННІ ПОХІДНІ

Змінна  z  називається  функцією  незалежних  змінних  x , y  в
множині  D , якщо кожній парі значень  Dyx ),(  за певним законом
відповідає число  z .  При цьому множина  D  називається  областю
визначення функції,  змінні  x , y  ─ її  аргументами.  Функціональна
залежність позначається ),( yxfz   або ),( yxzz  .

Якщо існує границя 
x

yxfyxxf

x 




);();(
lim 0000

0
, то вона називається

частинною  похідною функції ),( yxfz   по  x  в  точці  ),( 000 yxM  і

позначається  одним  із  символів:  x

z




,  )( 0Mz x ,  )( 0Mf x .  Аналогічно

визначається частинна похідна по y

 
y

yxfyyxf
MfM

y

z

y
y 









);();(
lim)( 0000

0
00 .

При  обчисленні  частинної  похідної  xz  треба  вважати  y

сталою, а при обчисленні частинної похідної  yz  сталою величиною
вважається x .

Приклад  1

Знайти частинні похідні функції 32sin yxyxz  .

Розв’язання

Вважаючи y  сталою, диференціюємо функцію по змінній x

x
yx

x

z

2

1
cos 




.

Тепер, вважаючи x  сталою, одержимо 26yx
y

z





.

Для  функції  )...,( 21 nxxxfu   n  змінних  можна  знайти  n

частинних  похідних  )...2,1(lim
0

ni
x

f

x

u

i

x

xi

i

i











,  де
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),...,...,(),...,...,( 11 niniix xxxfxxxxff
i

 .  При  обчисленні   частинної

похідної 
ix

u




 по змінній ix  треба вважати решту змінних сталими.

Приклад  2

Знайти  частинні  похідні  першого  порядку  функції
zeyxu 2)3ln(   в точці )0;2;1(0 M .

Розв’язання

Вважаючи  y  та  z  сталими,  за  правилом  диференціювання
складної функції, знайдемо

3
3

1
);;( 




yx
zyxu x .

Тепер вважаємо x  та z  сталими та знаходимо

)1(
3

1
);;( 




yx
zyxu y .

Нарешті, вважаючи x  та y  сталими, отримаємо

2);;( 2  z
z ezyxu .

Обчислимо частинні похідні в точці )0;2;1(0 M

5

3

)2(13

3
)0;2;1( 


xu ;   5

1

)2(13

1
)0;2;1( 




yu ; 

22)0;2;1( 02  eu z .

ЧАСТИННІ ПОХІДНІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Нехай  функція  ),( yxfz   задана  в  області  D  і  має  частинні
похідні  );( yxfz xx  ,  );( yxfz yy   в усіх точках  Dyx ),( . Якщо існують
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частинні похідні по x  і y  від функцій xz , yz , то вони називаються
частинними  похідними  другого  порядку функції  ),( yxfz   і
позначаються 

);(),;(),;(),;( yxfyxfyxfyxf yxyyxyxx 

або відповідно   xy

z

y

z

yx

z

x

z













 2

2

22

2

2

,,, ,

або коротше   yxyyxyxx zzzz  ,,, . Таким чином,

xxxxxx yxfyxf
x

z
z ));(();(

2

2





 ;  yyyyyy yxfyxf

y

z
z ));(();(

2

2





 ;

yxxyxy yxfyxf
yx

z
z ));(();(

2





 ;   xyyxyx yxfyxf

xy

z
z ));(();(

2





 . 

Частинні  похідні  );(),;( yxfyxf yxxy   називаються  мішаними
частинними похідними другого порядку. 

Теорема.  Якщо  функція  ),( yxfz   визначена  разом  із  своїми
похідними yxxyyx ffff  ,,,   в деякому околі точки ),( 000 yxM , причому xyf 

і yxf   неперервні в точці 0M , то в цій точці )()( 00 MfMf yxxy  .
Приклад  3

Знайти частинні похідні другого порядку функції xyeyz  .

Розв’язання

Обчислимо спочатку похідні першого порядку

xyey
x

z 2



,    xyxy xyee
y

z





.

Диференціюємо  функцію  xyey 2  по  змінній  x ,  вважаючи  y

сталою. Одержимо частинну похідну 

xyxy eyyey
x

z 32
2

2





.
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Тепер  диференціюємо  цю  ж  функцію  xyey 2  по  змінній  y ,
вважаючи x  сталою. Одержимо

)2(2)( 22
2

xyyexeyeyey
yx

z xyxyxy
y

xy 



.

Нарешті, вважаючи сталою x , диференціюємо по  y  функцію
xyxy xyee  . Тоді

)2()(
2

2

xyxexeyxexxexyee
y

z xyxyxyxy
y

xyxy 



.

ДИФЕРЕНЦІАЛ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ

Повним приростом z  функції );( yxfz   називається різниця

                        );();( yxfyyxxfz  .                          (1)

Диференціалами незалежних змінних x  і y  назвемо прирости
цих змінних: ., dyydxx 

Повним диференціалом dz  функції ),( yxfz   називається вираз

                               dyyxfdxyxfdz yx );();(  .                              (2)

При малих x  і y

                dzz  .                                                (3)

З формули (1), якщо врахувати (2) і (3), випливає

      yyxfxyxfyxfyxfyyxxf yx  );();();();();( .   (4)

Приклад  4
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Дано функцію 32 yxz   і дві точки )1;2(A  і )02,1;96,1(B . Треба:

а) знайти значення 1z  функції  z  в точці B ;
б) знайти наближене значення 1z  функції z  в точці B ;
в)  оцінити  в  процентах  відносну  похибку  наближеного

значення 1z .

Розв’язання:

а)  підставимо  у  функцію  32 yxz   значення  .02,1,96,1  yx

Маємо
.0767364,402,196,1 32

1 z ;

б) припустимо, що ,02,1,96,1,1,2  yyxxyx  тоді

04,0296,196,1  xx ;      02,0102,102,1  yy .

Знайдемо частинні похідні

223 3);(,2);( yxyxfxyyxf yx 

і використаємо формулу (4)

yyxxxyyxyyxx  2233232 32)()( .

Підставимо  в  неї  02,0,04,0,1,2  yxyx .  Одержимо
наближене значення

08,402.0132)04,0(12212 22332
1 z ;

в)  обчислимо  відносну похибку наближеного  значення  1z  за

формулою %100
1

11 



z

zz
від

%082.0%100
0767,4

08,40767,4



від .
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ДОСЛІДЖЕННЯ НА ЕКСТРЕМУМ ФУНКЦІЇ ДВОХ 
ЗМІННИХ

Функція );( yxfz   має в точці );( 000 yxM  максимум       (мінімум)
);( 00 yxf , якщо в деякому околі цієї точки для всіх точок       );( yxM ,

відмінних від 0M , виконується умова  );();();();( 0000 yxfyxfyxfyxf  .
Точки  мінімуму  та  максимуму  називаються  точками

екстремуму.

Теорема  (необхідна  умова  екстремуму).  Якщо  функція
);( yxfz   має в точці  );( 000 yxM  екстремум, то в цій точці частинні

похідні першого порядку );(),;( 0000 yxfyxf yx   дорівнюють нулю або не
існують.

Точка );( 000 yxM , в якій 

                            0);(,0);( 0000  yxfyxf yx ,                          (5)

називається  стаціонарною.  Стаціонарні  точки  та  точки,  в  яких
частинні похідні не існують, називаються критичними точками. 

Критична  точка  лише  підозріла  на  екстремум  і  потребує
дослідження, яке полягає в перевірці достатніх умов екстремуму.

Теорема (достатня умова екстремуму). Нехай в стаціонарній
точці  );( 000 yxM  і  деякому  її  околі  функція  );( yxf  має  неперервні
частинні похідні другого порядку. Позначимо

CyxfByxfAyxf yyxyxx  );(,);(,);( 000000 .

Якщо 02  BAC , то в точці );( 00 yx  функція );( yxfz   екстремуму
не  має.  Якщо  02  BAC ,  то  функція  );( yxfz   має  в  точці  );( 00 yx

екстремум,  причому  максимум  при  0A  і  мінімум  при  0A .  У
випадку  02  BAC  потрібне додаткове дослідження.

Приклад  5

Знайти екстремум функції xxyyxz 6422  . 
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Розв’язання

Знайдемо частинні похідні
xyyxfyxyxf yx 42);(,642);(  .

Стаціонарні точки функції виявимо, розв’язуючи систему








042

0642

xy

yx

звідки 2,1  yx .
Знайдемо частинні похідні другого порядку

2);(,4);(,2);(  yxfyxfyxf yyxyxx .

Для всіх значень x  і y  ці похідні сталі, отже, 2,4,2  CBA .
Маємо

012164)4(22 22  BAC ,

отже, екстремуму немає.

Приклад  6

Знайти екстремум функції 201545 23  xyxz .

Розв’язання

Знайдемо частинні похідні

yyxfxyxf yx 8);(,1515);( 2  .

Складемо систему з двох рівнянь








08

01515 2

y

x

Отримаємо дві стаціонарні точки )0;1(),0;1( 21 MM . 
Знайдемо частинні похідні другого порядку
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8);(,0);(,30);(  yxfyxfxyxf yyxyxx .

Для  точки  )0;1(1M  024008130 22

1


M
BAC ,  отже,  в  )0;1(1M

екстремум є: це мінімум, бо 030 A . Обчислимо

10201150415)0;1(min 23  zz .

Для  точки  )0;1(2 M  024008)1(30 22

1


M
BAC ,  отже,  в

)0;1(2 M  екстремуму немає.

НАЙБІЛЬШЕ ТА НАЙМЕНШЕ ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ 

Функція  );( yxfz  ,  яка  неперервна  в  замкненій  області  )(D ,
досягає в цій області свого найбільшого та найменшого значень.

Нехай  функція  );( yxfz   розглядається  в  області  )(D ,
обмеженій  контуром  K .  Для  знаходження  найбільшого  та
найменшого  значення  функції  в  замкненій  обмеженій  області  )(D

потрібно:

1-й етап. Знайти всі її стаціонарні точки, які лежать всередині
)(D  і обчислити значення функції );( yxfz   в цих точках.

2-й етап. Знайти найбільше і найменше зі значень, які набуває
функція на контурі K .

3-й етап. Відібрати найбільше і найменше з отриманих значень
);( yxf .

Приклад  7

Знайти найбільше та найменше значення функції  42  xyxz  в
замкненій області )(D , що задана нерівностями: 1,44 2  yxy .
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Розв’язання

I-й етап розв’язання.  Знайдемо стаціонарні точки функції. Для 
цього її частинні похідні    xyxfyxyxf yx  );(,2);(  прирівняємо до 
нуля     


0

02

x

yx

Розв’язуємо цю систему: 0,0  yx . Точка )0;0(O  − стаціонарна.
Вона належить області  )(D  (рисунок 1),  тому знаходимо значення
функції в цій точці: 4)0,0(  zzО . На площині XOY  зобразимо область

)(D .  Для  цього  побудуємо  лінії  44 2  xy ,  1y .  Вони  обмежують
область )(D . 

Рисунок 1

2-й етап розв’язання.  Межа області  )(D  складається  з  двох
частин: відрізка MN  прямої 1y  і лінії MPN  параболи 44 2  xy .

Знайдемо координати точок M і N  перетину прямої з 
параболою. Для цього розв’яжемо систему рівнянь









44

1
2xy

y       →       .1,
2

5
,

2

5
21  yxx

Перетин цих ліній відбувається в точках 















 1;

2

5
,1;

2

5
NM .

На  відрізку  MN  1y .  Підставимо це  значення  y  в  функцію
42  xyxz  і дістанемо: 42  xxz  − це функція одного аргументу x ,

де 









2

5
;

2

5
x .
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З цією функцією виконаємо дві операції:

а)  знайдемо її значення на кінцях відрізка 









2

5
;

2

5

368,64
2

5

2

5
,

2

5
2


















 MM zx ;

132,44
2

5

2

5
,

2

5
2









 NN zx ;

б)  знайдемо  стаціонарні  точки  цієї  функції,  які  належать

відрізку 









2

5
;

2

5
, і обчислимо в них її значення. Для цього похідну

12  xz  прирівняємо до нуля і  розв’яжемо рівняння  
2

1
,012  xx .

Точка  
2

1
x  є  стаціонарною  точкою  і  вона  належить  відрізку











2

5
;

2

5
.  Знайдемо в  ній  значення функції  75,34

2

1

2

1 2







Qz  −  це

значення функції в точці 





 1;

2

1
Q .

Зауваження. Якщо б  стаціонарна  точка  не  належала відрізку











2

5
;

2

5
, то її не треба було б розглядати.

На  параболічному  контурі  MPN  межі  області  )(D  44 2  xy .
Підставимо  це  значення  y  в  формулу  42  xyxz .  Тоді

4444)44( 2322  xxxxxxz .  Це функція одного аргументу  x ,  де











2

5
;

2

5
x . Виконаємо з цією функцією ті ж дві операції:

а) 368,6,
2

5
 MM zx ;    132,4,

2

5
 NN zx ;

б)  знайдемо  стаціонарні  точки  цієї  функції  4212 2  xxz .

04212 2  xx  при  
3

2
,

2

1
21  xx  −  це  стаціонарні  точки  функції

444 23  xxxz  і  обидві  належать  відрізку  









2

5
;

2

5
.  Обчислимо

значення цієї функції в кожній з них

4

9
4

2

1
4

2

1

2

1
4,

2

1 23





















 KK zx ;
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27

160
4

3

2
4

3

2

3

2
4,

3

2 23





















 LL zx .

Тут  K  і  L  −  точки на  параболі  з  абсцисами  
2

1
Kx  і  

3

2
Lx

відповідно.

3-й етап розв’язання. Серед усіх знайдених значень  ,,, NMO zzz

LKQ zzz ,,   відберемо найбільше і найменше 

4

9
,

27

160
 KнаймLнайб zzzz .

ПОХІДНА ЗА НАПРЯМОМ. ГРАДІЄНТ

Нехай функція );;( zyxfu   задана в деякій області  простору.
У  цій  області  зафіксуємо  яку-небудь  точку  );;( 0000 zyxM ,

виберемо деякий напрям  );;( zyx aaaa   і  проведемо промінь у цьому
напрямі через точку 0M . Похідною функції  );;( zyxfu   за напрямом
вектора a


 в точці 0M  називається границя

S

MfMf

a

Mf

S 








)()(
lim

)( 0

0

0
 ,

де )(Mf  − значення функції );;( zyxfu   в довільній точці );( yxM , яка
належить вектору a


, 

)( 0Mf  − значення функції );;( zyxfu   в точці );;( 0000 zyxM , 
S  − відстань між точками 0M  і M . 

Для обчислення цієї похідної користуються формулою
                                   

          cos)(cos)(cos)(
)(

000
0 MfMfMf

a

Mf
zyx 




 ,      (6)

де   ,,  −  це  кути,  утворені  вектором  a


 з  осями  OX ,  OY  і  OZ

відповідно. 
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Косинуси цих кутів визначаються за формулами

             
||

cos;
||

cos;
||

cos
a

a

a

a

a

a zyx
   .                     (7)

Тут  zyx aaa ,,  −  проекції  вектора  a


 на  осі  OX ,OY  і  OZ ,
222|| zyx aaaa   − його модуль . 

Похідна  функції  за  даним  напрямом  характеризує  швидкість
зміни функції в цьому напрямі.

Приклад  8

Знайти  похідну  функції  xzxyyz  73 2  в  точці  )4;1;1(0 M  за
напрямом вектора kjia

 22  .

Розв’язання

Знайдемо частинні похідні

z

x
zyxfxyzyxf

x

z
yzyxf zyx

2
);;(,76);;(,

2
7);;(  .

Обчислимо їх значення в точці )4;1;1(0 M

,117)1(6)4;1;1(,8
12

4
)1(7)4;1;1(  yx ff

4

1

42

1
)4;1;1( zf .

За формулами (7) знайдемо

3

2

2)2(1

2
cos,

3

1

2)2(1

1
cos

222222










  ,

3

2

2)2(1

2
cos

222



 .
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Використовуючи формулу (6), отримаємо

5,3
6

21

3

2

4

1

3

2
1

3

1
)8(

)( 0 

















a

Mf
 .

Оскільки 0
)( 0 




a

Mf
 , то функція u  в напрямі a


 спадає.

Градієнтом функції );;( zyxfu   в точці );;( 0000 zyxM  називається
вектор, координатами якого є значення частинних похідних в точці

);;( 0000 zyxM , тобто

kMfjMfiMfMf zyx


)()()()(grad 0000  .

Градієнт  визначає  напрям максимальної  швидкості  зростання
функції.

В умовах розглянутого прикладу 8 маємо

)25,0;1;8(25,08)4;1;1(grad  kjif


.

МЕТОД НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ

Одним  із  застосувань  теорії  екстремальних  значень  функції
двох  змінних  є  метод  найменших  квадратів при  побудові
емпіричних формул.

Нехай в результаті експерименту одержано  n  значень функції
Y  при відповідних значеннях аргументу X

Будемо вважати, що потрібна функція має вигляд 

bkxy  .                                              (8)
Значення параметрів k  і b  треба знайти. При підстановці ixx 

x 1x 2x … nx

y 1y 1y … ny
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у  формулу  (8)  ми  повинні  одержати  bkxi  ,  а  в  результаті
експерименту  одержали  iy .  Розбіжність  )( bkxy ii   є  наслідком
помилки експерименту. Значення  k  і  b  підбирають так, щоб сума

квадратів  розбіжностей    Sbkxy
n

i
ii  

1

2)(  була  мінімальною.  Ми

прийшли до  задачі  на  мінімум функції  );( bkSS  .  Маючи на  увазі
необхідну умову мінімуму функції двох змінних, одержимо

0)(2
1

 


n

i
iiik xbkxyS ;    0)(2

1
 



n

i
iib bkxyS .

Звідси

        


n

i
ii

n

i
i

n

i
i yxxbxk

111

2 ;      


n

i
i

n

i
i ybnxk

11
.               (9)

Вирази (9) є системою з двох рівнянь з двома невідомими k  і b
. Знайдені із системи значення k  і b  треба підставити в формулу (8).

Приклад  9

Експериментально одержано п’ять значень функції Y  при п’яти
значеннях аргументу X , які записані в таблиці

Методом  найменших  квадратів  знайти  функцію  у  вигляді
bkxy  . Побудувати графік.

Розв’язання

Щоб скласти систему (9), треба обчислити її коефіцієнти

5654321 222225

1

2 
i

ix ;

x 1 2  3 4 5

y 3 4 5,2 1 5,0

16



1554321
5

1


i
ix ;

255,05145,234231
5

1


i
ii yx ;

115,015,243
5

1


i
iy .

Система (9) матиме вигляд   

11515

251556

bk

bk

Розв’яжемо цю систему і дістанемо  
55

21
4;

11

8
 bk .      

Запишемо функцію 
55

21
4

11

8
 xy  і побудуємо її графік (рисунок

2).

Рисунок 2

ЗАВДАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ

Завдання  1

Дана  функція  );( yxfz  .  Знайти  її  частинні  похідні  другого
порядку.
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 1 2 3 4 5 6 7 

 y 

 x 



            1 
12 


x

y
z .                            16 3sin xyz  .

            2 )ln( 22 yxz  .                    17 xyez 2 .
            3 )32sin( yxz  .                   18 yxyyz sin)(cos  .

            4 3 xyz .                          19 yx

yx
z




 .

            5 1 xyz .                                20 
x

y
z

2

cos .

            6   xyz tg12  .                      21 3 23xyz  .

            7 y

x
z 2log
 .                             22 yxz sin .

            8 xyxz 
3

3 .                              23 
x

y
z

1
ln


 .

            9 21

arcsin

x

yx
z


 .                         24 yexz y .

          10  xyz  ctg .                         25 222 yxz  .

          11 
x

yx
z

cos

2

 .                                 26 xyz ln .

          12 







 x

y

x
z 2ln .                        27 1

y

x
z .

          13 xxyz 3cos .                         28 xyyz 4 .
          14 yez x  2 .                           29  32yez x  .

          15 xy

yx
z





)(ln
.                           30 

1
2

 xe
y

x
z .

Завдання  2

Дана функція );( yxfz   та дві точки );( 00 yxA  і );( 11 yxB .  
Необхідно: 

а) обчислити значення  функції  1z  в точці B ;
б)  обчислити  наближене  значення  1z  функції   в  точці  B ,

відштовхуючись  від  значення  0z  функції  в  точці  A ,  замінивши
приріст  функції  при  переході  від  точки  A  до  точки  B

диференціалом;
в) оцінити у відсотках відносну похибку при заміні приросту

функції її диференціалом.

                 1 22 yxyxz  ;                   )2;1(A ,    )96,1;02,1(B .
                 2 yxxyxz  23 ;             )3;1(A ,    )92,2;06,1(B .
                 3 yxyxz 632  ;                 )1;4(A ,    )03,1;96,3(B .
                 4 xyyxz 3622  ;          )3;2(A ,    )97,2;02,2(B .
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                 5 22 32 yxyxz  ;               )1;2(A ,    )04,1;96,1(B .
                 6 1222  yxyxz ;      )4;2(A ,    )91,3;98,1(B .
                 7 xyyxz  22 23 ;              )3;1(A ,   )97,2;98,0(B .
                 8 yxyxz 4522  ;         )3;3(A ,     )98,2;02,3(B .
                 9 xyxyz 532 2  ;              )4;3(A ,    )95,3;04,3(B .
               10 xyxyz 22 2  ;                )2;1(A ,     )03,2;97,0(B .
               11 yxyxz 42  ;                  )1;2(A ,     )97,0;02,2(B .
               12 23 2  yxyz ;                  )4;1(A ,   )98,3;01,1(B .
               13 132 22  xyxz ;          )1;3( A ,   )99,0;96,2( B .
               14 5432  yxyz ;            )5;2( A ,   )98,4;03,2( B .
               15 yxyxz 22 2  ;                )3;2( A , )02,3;99,1( B .
               16 yxyxyz  53 2 ;           )3;4(A ,     )01,3;97,3(B .
               17 324 22  xyxz ;          )1;1( A ,    )96,0;02,1( B .
               18 yxyxyz  22 ;            )2;1(A ,     )03,2;98,0(B .
               19 1243 2  yxyz ;           )2;3(A ,   )95,1;04,3(B .
               20 375 2  xxyxz ;           )1;2(A ,    )03,1;97,1(B .
               21 154 2  yyxyz ;           )1;4(A ,     )96,0;02,4(B .
               22 yxyxz 32 22  ;          )2;3( A ,   )01,2;94,2( B .
               23 232  yxyz ;              )4;5(A ,     )98,3;03,5(B .
               24 yxyxyz  224 ;          )2;1( A ,    )02,2;95,0( B .
               25 yxxyxz  32 ;             )3;1(A ,     )01,3;06,1(B .
               26 7342 2  yyxyz ;         )1;2(A ,     )93,0;98,1(B .
               27 yyxyxz 43 22  ;         )1;1(A ,   )04,1;01,1(B .
               28 1235 2  yxyz ;            )2;5(A ,   )03,2;97,4(B .
               29 yxyxyz  43 2 ;          )3;2( A ,   )96,2;05,2( B .
               30 3532 2  xxyxz ;         )1;1(A ,      )02,1;99,0(B .

Завдання  3

Знайти  найменше  та  найбільше  значення  функції  );( yxfz   в
області )(D , яка задана системою нерівностей. Зробити рисунок.

             1 xxyyxz 2322  ;           30  x ,  30  y .
             2 yxyxz 422 22  ;          0x ,  0y ,  3 yx .
             3 13 22  yxyxz ;              1x ,  0y , xy  .
             4 43 22  xyxz ;               0x ,  1y ,  1 yx .
             5 52 2  xyxyz ;                11  x ,  20  y .
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             6 2435 2  yxyxz ;            0x ,  0y ,  1 yx .
             7 364 2  yxxz ;                240 xy  .
             8 xyxyxz 42 22  ;           0x ,  0y ,  03  yx .
             9 xxyz 332  ;                       042  yx .
           10 yxxyyz 422  ;             11  x ,  30  y .
           11 1932 2  yxyxz ;             0x ,  5y ,  yx  .
           12 xyxyxz 322  ;              21  x ,  10  y .
           13 3622  yxyz ;               1x ,  4y , 0 yx .
           14 1623 22  xyxz ;             0x ,  1y ,  2 xy .
           15 385 2  yyxyz ;               21  x ,  11  y .
           16 5242  xxyxz ;               1x ,  0y , 1 xy .
           17 xyxz 327 22  ;              210 xy  .
           18 yxyxyz 223 22  ;          0x ,  0y ,  01 yx .
           19 342  xxyxz ;                 012  yx .
           20 xyxyxz 224 22  ;          20  x ,  02  y .
           21 222  yyxz ;                  11  x ,  10  y .
           22 4322 22  yyxz ;            1x ,  0y ,  1 yx .
           23 22 234 yxyxxz  ;           2x ,  2y , xy  .
           24 5422  xyxz ;                3x ,  1y ,  1 yx .
           25 xyxyxz 342 22  ;          01  x ,  11  y .
           26 1327 2  xxyyz ;             1x ,  1y ,  623  yx .
           27 2386 xxyxz  ;                 213 xy  .
           28 52  yyxyxz ;             0x ,  0y ,  042  yx .
           29 xyxyxz 16363 2  ;          142  yx .
           30 722  yxyxz ;                 41  x ,  05  y .

Завдання  4

Дана функція );( yxfz  . Знайти її екстремум.

             1 172 22  yyxyxz .
             2 21263 22  yxyxz .
             3 34522  xxyyxz .
             4 9423 22  xxyyxz .
             5 22 238125 yxyxz  .
             6 yxxyyxz 24625 22  .
             7 56223 22  xxyyxz .

20



             8 37934 22  yxxyyxz .
             9 72422 22  yxxyyxz .
           10 1626 22  yxxyyxz .
           11 yxyxyxz 57243 22  .
           12 342 22  yxyxz .
           13 11227 22  yxyyxz .
           14 yxxyyxz 534 22  .
           15 22 257 yxyxz  .
           16 34245 22  yxxyyxz .
           17 yxxyyxz  532 22 .
           18 174532 22  yxxyyxz .
           19 9622 22  yxyyxz .
           20 4823 22  yxyyxz .
           21. yxyxyxz 3106 22  .
           22 yxyxz 6431 22  .
           23 5624 22  xxyyxz .
           24 yxxyyxz 273 22  .
           25 223513 yxyxyz  .
           26 2684 22  xxyyxz .
           27 11563 22  yyxxyz .
           28 5823 22  xxyyxz .
           29 yxxyyxz  5241 22 .
           30 459 22  yxxyyxz .

Завдання  5

Дано функцію ),,( zyxfu  , точку M  і вектор jaiaa yx
  .  

Знайти:    

а) u grad  в точці M ; 
б)  похідну функції в точці M  за напрямом вектора a


.

1      1,;1;1,1;1;2,83ln4 2  Maxyzxu  .
2    1;4;2,4;0;3,  Mazyyxu  .
3      1;1;1,1;3;4,45ln2 2  Maxyzxu  .
4    1;5.0;4,2;2;1,3 3  Mazxyxu  .
5    4;2;2,0;12;5,332  Mayzxu  .
6    3;4;1,4;0;3,24  Mayzyxu  .
7      1;1;1,2;1;2,412ln7 2  Maxyzxu  .
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8    1;2;2,1;4;3,arctg 2 





 Maxz

x

y
u  .

9      4;2;1,3;3;2,1ln 2  Mazxyxu  .
10    1;4;3,4;1;5,22  Mazyxu  .
11      2;1;1,8;0;6,  Maxyzyxu  .
12    1;4;1,3;2;2,5 2  Mazyxu  .
13      4;3;0,3;2;1,

3222  Mazyxu  .
14      4;0;3,3;1;2,1ln 22  Mazyxu  .
15      4;1;2,2;2;1,ln 22  Mazyzxu  .
16    4;7;1,0;12;5,22  Mazyxyxu  .
17      0;1;2,1;4;0,3arctg1ln 2  Mazxyu  .
18      1;1;2,5;0;12,2arctgln  Mazyxu  .
19      1;0;1,2;1;8,3ln 22  Mazxyxu  .
20    4;1;9,12;0;5,2  Mayzxyxu  .
21      2;1;1,2;1;2,1ln 23  Mazyxzu  .
22    4;3;1,1;2;5,223  Mazyxu  .
23    9;4;1,3;1;2,23 4  Mayzxzxu  .
24    1;4;1,1;2;1,10 2  Mazyxu  .
25    1;2;3,3;2;2,arctg2  Maxyyxu  .
26      1;2;1,3;4;0,arctg22  Mayxzu  .
27      2;1;1,1;2;2,ln 22  Maxyzxyu  .

28    6;3;2,1;2;3,  Ma
z

x
yxu  .

29    4;3;1,1;2;1,ln 22  Mazyxu  .
30      1;1;1,3;4;0,arctg2  Mayzxu  .    

Завдання  6

Експериментально одержано п’ять значень функції  )(xfy   при
п’яти  значеннях  аргументу  X ,  які  записані  у  вигляді  таблиці.
Методом  найменших  квадратів  знайти  функцію  bkxy  .  Зробити
рисунок.

1                                                      2
     x 1 2  

3

4 5

y 3,4 3,5 8,3 8,1 3,2

x 1 2  3 4 5

y 5,4 5,5 0,4 0,2 5,2
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3                                                      4             
 

5                                                      6
 

7                                                      8         

9                                                     10           

11                                                   12           

13 14           

15                                                   16           

17                                                   18          

19                                                   20
 

x 1 2  3 4 5

y 7,4 7,5 2,4 2,2 7,2

x 1 2  3 4 5

y 9,4 9,5 4,4 4,2 9,2

x 1 2  3 4 5

y 1,5 1,6 6,4 6,2 1,3

x 1 2  3 4 5

y 9,3 9,4 4,3 4,1 9,1

x 1 2  3 4 5

y 2,5 2,6 7,4 7,2 2,3

x 1 2  3 4 5

y 5,5 5,6 0,5 0,3 5,3

x 1 2  3 4 5

y 7,5 7,6 2,5 2,3 7,3

x 1 2  3 4 5

y 9,5 9,6 4,5 4,3 9,3

x 1 2  
3

4 5

y 5,2 0,3 2,1 4,1 8,0

x 1 2  3 4 5

y 7,2 1,5 8,4 5,3 9,3

x 1 2  3 4 5

y 7,6 8,6 2,7 2,9 6,8

x 1 2  3 4 5

y 9,7 7,7 4,10 6,9 9,13

x 1 2  3 4 5

y 1,12 3,7 6,2 8,2 1,0

x 1 2  3 4 5

y 9,4 9,0 4,3 2,6 7,8

x 1 2  3 4 5

y 2,7 2,6 5,7 7,6 2,7

x 1 2  3 4 5

y 5,4 7,2 9,3 2,3 5,2

x 1 2  3 4 5

y 7,2 3,4 2,5 0,6 8,5

x 1 2  3 4 5

y 9,4 5,6 4,7 9,6 0,8
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21                                                   22

 

23                                                     24

25                                                  26
 

27                                                  28
 

29                                                  30
 

         

x 1 2  3 4 5

y 8,1 1,3 9,3 5,3 5,4

x 1 2  3 4 5

y 8,2 5,2 9,0 1,0 8,0

x 1 2  3 4 5

y 5,2 4,1 2,0 3,0 5,0

x 1 2  3 4 5

y 6,8 7,6 4,4 9,2 7,2

x 1 2  3 4 5

y 1,1 5,4 2,7 6,7 8,10

x 1 2  3 4 5

y 9,7 1,6 8,4 2,4 9,0

x 1 2  
3

4 5

y 2,4 7,4 1,6 9,5 8,7

x 1 2  3 4 5

y 1,5 3,3 9,3 7,1 8,2

x 1 2  3 4 5

y 7,0 5,2 2,2 6,4 9,3

x 1 2  3 4 5

y 1,5 8,6 4,4 9,3 9,4
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